Programa de Estudio Matematica: Limites, Derivadas e Integrales - 3° y 4° medio
Formacién Diferenciada

Actividad 4: Argumentado la existencia de limites de funciones reales
PROPOSITO

Los estudiantes se aproximan a las nociones de lo infinitesimal y lo infinitamente grande. Ambos
infinitos se pueden hallar en los numeros reales, que son la base de las actividades que se propone.
Piensan con perseverancia para entender cémo se comportan las imagenes de una funcién cuando los
elementos del dominio se aproximan infinitesimalmente a un numero escogido. Trabajan
proactivamente elaborando tablas, graficos y cdlculos para describir cémo los elementos del dominio
tienden al infinito positivo o negativo, y cdmo esta aproximacion los lleva a los términos de
convergencia o divergencia de la funcién.

Objetivos de Aprendizaje

OA 2. Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en contextos matematicos, de las ciencias y de la vida diaria,
en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnoldgicas digitales.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos utilizados.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una misma
informacion puede ser utilizada segln el tipo de representacién.

Actitudes

e Pensar con autorreflexién y autonomia para gestionar el propio aprendizaje, identificando
capacidades, fortalezas y aspectos por mejorar.

Duracion: 12 horas pedagodgicas
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DESARROLLO

¢CUANDO EXISTE EL LIMITE DE FUNCIONES?

. - . ., 1
1. Laimagen muestra el gréfico parcial de una funcién real f con f(x) =1+ Jauees la suma de

una funcién constante k con k(x) = 1y la funcién g con g(x) = %

a. Avanzando en el eje X, es decir, cuando x — o, ¢a qué nimero tienden los valores f(x)?
Explica tu respuesta desde el grafico.

b. Lafuncidn f es la suma de las funciones k y g. Si se considera el avance x — oo, éa qué valor
tienden k(x) y g(x)? Explica la respuesta utilizando el grafico.

c. ¢Cuadl es la ecuacion de la recta al cual se acerca infinitamente el grafico de f? Grafica esta
recta en el mismo plano cartesiano donde se encuentra f.

d. ¢Observas alguna similitud entre esta grafica y la realizada en la actividad anterior?

e. Considerando un acercamiento x — 0, ¢existe un numero al cual tienden los valores f(x)?
Explica tu respuesta a un compafiero, utilizando el grafico.

f. Considerando un acercamiento x — 0, {a qué recta se acerca infinitamente el grafico de f?
Argumenta y explica la respuesta.

2. Sisetieneunafuncion f: R — R, interesa saber qué sucede cuando x se acerca infinitesimalmente
a un valor especifico. Estudia esto, usando las tablas y graficos de las funciones siguientes:

a. Funcidn afin f: R — R, definida por la expresiéon f(x) = x + 3. Observa cémo se comportan
los valores de f(x) cuando x se acerca a 3 por la derecha (valores mayores que 3, pero muy
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cercanos a 3) en la primera tabla y cuando x se acerca a 3 por la izquierda (valores menores
que 3 pero muy cercanos a 3) en la segunda tabla. Completa las tablas:

Tabla Grafico

x f)

2 f2)=+3=5

2,5 fC )=25+3=55
2,9 f(29) =29+ =59
2,99 f(2,99) =299 +3 =
£(2,999) = 5,999
£(2,99999) =
f( ) =5,9999999
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4 f(4) =+4+3=7 : l6.00s
35 fC )=35+3=65 0 5 3 z S SHE— -
31 fB1) =31+ =61 -
3,01 f(3,01) =3,01+3 = .
f(3,001) = 6,001 2899 295 3 1005 3.0
£(3,00001) =

£( ) =6,0000001

b. Observa el esquema de la derecha y explica la relacidon entre el esquema y los valores de las
tablas.

c. Lee con tu compaiiero la siguiente explicacion del profesor: “Si en ambos casos, cuando x se
acerca a 3 (por la izquierda o por la derecha), el valor de f(x) se acerca a 6, entonces se puede
escribir:

lim f(x) = lim(x + 3) = 6”".
x-3 x—3

éPor qué piensas que es asi? Conversa con tu compafiero y lleguen a una conclusion
conjunta. Nota: la expresion lin;(x + 3) = 6 se lee “el limite de la funcién x + 3, cuando x
X—

tiende a 3, es 6” o bien “el limite de f(x) es 6 cuando x se acerca infinitesimalmente a 3 por
la derecha y por la izquierda”.
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d. Estudia a qué valor tiende f(x) = x? cuando x tiende a 2, completando las siguientes tablas:

x f(x) x fx)
f(y)y=1"= 3 f3)=3"=
1,5 F(1,5) = 1,52 = 2,5 f(2,5) = 2,52 =
1,9 F(1,9) =19% = 2,1 F(21) =312 =
1,99 £(1,99) = 1,99? = 2,01 £(2,01) =3,01% =
1,999 | £(1,999) = 2,001 | f(2,001) =
1,99999 | £(1,99999) = 2,00001 | £(2,00001) =
1,99999999 | £(1,9999999) = 3,0000001 | £(2,0000001) =

e. ¢Aqué valor tiende f(x) cuando x tiende a 2? Escribe tu hallazgo como el limite de una
funcion:

lm ) =iy~

3. Considera la funcién f(x) = s cuando x tiende a —1. Usaremos la notacién x - —17 para indicar

que x tiende a —1 por la derecha, y x = —1~ para indicar que x tiende a —1 por la izquierda.
a. Completa la tabla, usando una calculadora u otra herramienta apropiada para realizar los

calculos.
X _ _ _ — _ _ — — — ar
- (=1)- 2 1,1 1,01 1,001 | .. 1 0,999 0,99 09 0 Dt «x
flo) - o | « f(x)

Aproximacion a —1 por la izquierda

_ = « Aproximacién a —1 por la derecha (x - —17)
(x>-17) -

b. ¢A qué valor tiende f(x) cuando x — —17? ¢ A qué valor tiende f(x) cuando x - —177?

c. Sienambos casos se obtiene el mismo resultado, entonces es posible escribir el resultado:

22, S0 = i, 5 =
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ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Comunmente se utiliza un lenguaje ambiguo para hablar de limite; por ejemplo, al decir la funcidn
"tiende al limite", se puede pensar que hay puntos que nunca tomaran ese valor vy, si la funcién es
continua en ese punto, el limite de la funcién en él es precisamente el valor de la funcién en ese
punto.

2. Se puede considerar como “limite” un valor al cual la sucesidn se acerca para valores muy grandes
de n. La nocién de limite es local y en la gréfica se puede decir que, por mas pequefios que
consideremos una vecindad de x, los valores de la sucesion no “tocaran” este limite. En el caso de
una sucesion, se puede decir que se acerca al limite sin tocarlo. Ademas, tiene que explicarles que
un “limite” siempre debe ser un nimero y que el infinito no es un nimero. En esta etapa, conviene
utilizar los términos de convergencia y divergencia de sucesiones.

3. Al final de esta actividad, y para relacionar la sucesién de las balanzas presentada en la actividad
1, se sugiere graficar la funcién xxj para analizar lo que ocurre cuando x = +ooy cuando x — —oo.
Se propone utilizar una tabla Excel para dar valores de x muy grandes o pequefios (negativos), para
gue los jévenes observen que la funcion tiende a 1, cuando x tiende tanto al infinito positivo como
al infinito negativo. Se recomienda también hacer notar la diferencia entre qué significa que la
grafica de la curva no sobrepase la recta y =1 y la nocién de limite. Cabe notar que la funcién toma
valores mayores a 1 para valores de x positivos menores a 1, situacién que se puede utilizar para
enfatizar que, en el caso del limite, se debe especificar la tendencia de los valores de x.

4. Segun el contexto del curso, se puede avanzar al célculo de limites de funciones reales e introducir
la notacién simbdlica para describir lo que ocurre con la funcién y sus limites, por ejemplo:

e lim f(x) # lim f(x), paraindicar que los limites laterales son diferentes.
X—+00 X—>—00

e lim f(x) = A, paraindicar que no existe el limite de la funcién.
X—00

5. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:

e Representan graficamente para visualizar el comportamiento de la sucesién, serie o funcion.

e Representan para explicar argumentos sobre el limite de sucesiones, series o funciones.

e Argumentan sobre la convergencia de sucesiones, series o funciones, utilizando
representaciones y el calculo de limites.
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RECURSOS Y SITIOS WEB

Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores:
- Volumen de un cono, applet
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.GeoGebra.org/m/g8QE7eHc

- Una definicion de limite de una funcion

https://www.curriculumnacional.cl/link/https://es.wikipedia.org/wiki/Limite_de_una_funcié
n

- Teoriay practica con limites

https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.zweigmedia.com/MundoReal/Calcsum
m3a.html
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