Programa de Estudio Matematica: Limites, Derivadas e Integrales - 3° y 4° medio
Formacién Diferenciada

Unidad 2: Reconocer un patron infinito y la nocidn de
limite

Propésito de la unidad

Los estudiantes utilizan sus conocimientos de regularidades y patrones en esta unidad, para acercarse
de manera intuitiva a la nocién de limite. Trabajan con sucesiones naturales para generalizar al caso
real e incluir en su vocabulario los términos de continuidad, convergencia y divergencia. Asimismo,
trabajan el limite desde contextos geométricos, ordenamientos y situaciones concretas que han sido
modificadas para generar las nociones basicas de este concepto. Las preguntas que pueden ayudar a
orientar a la unidad son: ¢Como se describe las situaciones que tienen un limite? ¢ Cdmo describir la
nocion de limite desde lo intuitivo a lo matematico?

Objetivos de Aprendizaje

OA 2.

Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en contextos matemadticos, de las ciencias y de la vida diaria,
en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnolégicas digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos utilizados.
OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar como una misma
informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacioén.
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Actividad 1: Representando el limite de sucesiones en contextos geométricos

PROPOSITO

Los estudiantes estiman el limite de una sucesion de forma intuitiva y visual. Se comienza con patrones
geométricos sencillos y la nocion del dltimo elemento de un patrén infinito. Se espera que, al hacer
conjeturas sobre el limite, reconozcan que un error es una posibilidad que se puede discutir y sirve a
todos para aprender. Ademas, podran resolver los problemas utilizando las herramientas digitales o
de conocimientos que estén a disposicion.

Objetivos de Aprendizaje

OA2. Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en contextos matematicos, de las ciencias y de la vida diaria,
en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnoldgicas digitales.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos utilizados.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cémo una misma
informacion puede ser utilizada segln el tipo de representacion.

Actitudes

e Pensar con autorreflexion y autonomia para gestionar el propio aprendizaje, identificando
capacidades, fortalezas y aspectos por mejorar.

Duracién: 12 horas pedagdgicas
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DESARROLLO

COMPRENDIENDO LOS PATRONES INFINITOS

1. Enlaimagen se ve las partes ordenadas de una hoja entera de papel, recortadas segiin un patrén.

S@ ™o

¢Como podrias describir el patréon de la imagen? Explica a tu companero la necesidad de
utilizar las fracciones en esta descripcion.

Elabora una expresion algebraica que represente el enésimo elemento de la sucesién. (Nota:
la hoja inicial mas grande que se ve puede ser el primer pason = 1).

III

Si este patron continla eternamente, ¢ puedes encontrar el “Ultimo elemento” de la sucesion

elaborada?, écual podria ser?

Ill

Comparte tu conjetura con tu compafiero e intenten encontrar juntos el “dltimo elemento” de
la sucesion.

éA qué valor se acercaran los elementos de la sucesidn, sin alcanzarlo?

¢Qué relacion puedes ver entre “sin alcanzar”, el “infinito” y los nimeros naturales?

Grafica puntualmente cada paso de la sucesion.

éSe pueden ordenar los elementos de la sucesion de menor a mayor? Explica tu conjetura a tu
compaiiero.

III

¢Qué ocurre con el “Ultimo elemento” en este caso?

2. Larecta numérica muestra una transformacion de nimeros naturales a fracciones.

a.
b.

¢En qué intervalo de la recta estan todas las transformaciones?
Elabora algebraicamente el término general (funcional de N en @), que modela esta
transformacién.
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c. ¢éA gué nimero se acercan los elementos de la sucesién?
Considerando que un elemento de la sucesion alcanza el valor minimo, équé nimero seria su
imagen previa en la recta numérica?, éies esto posible? Explica a tu compafiero lo que ocurre
en este caso.

3. Laimagen muestra cinco “pilas” de circulos, cuya cantidad sigue un patrén numérico.

o&c@;o@aﬁ

¢Cuadl podria ser la cantidad de los circulos en la préxima pila?
Determina la cantidad de circulos en la pila n-ésima.
¢Cual es la cantidad de circulos cuando n tiende al infinito?

o 0 T W

Grafica los valores discretos, observa qué pasa en el grafico y Usalo para explicar “el ultimo
valor”.
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4. Laimagen muestra una balanza en cuyos platos hay bolitas que tienen la misma masa. Se pone la
cantidad de bolitas en los platos siguiendo un patrdn. Las fracciones escritas debajo las balanzas
representan la razéon entre la cantidad de las bolitas en el plato izquierdo y la cantidad de las bolitas
en el plato derecho.

a d
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a. Describe verbalmente a tu compafero un patrén seguin el cual se irian llenando ambos platos
de la balanza.

b. Escribe un patréon segun el cual se forman las fracciones que representan la razén entre la
cantidad de las bolitas del plato izquierdo y del plato derecho.

c. ¢Cudl podria ser el término n-ésimo? Escribe la fraccidon de la balanza en enésima posicién
dibujada en azul.

d. ¢Cual es el valor al que tienden a llegar todos los elementos de la sucesidn de las fracciones?
¢Qué valor no pueden superar los elementos de la sucesién?

f. Siguiendo infinitamente el mismo procedimiento de llenar las balanzas, éalcanzaran el
equilibro en algliin momento? Explica a tu compafiero lo que piensas.

g. Manteniendo la misma cantidad de bolitas e invirtiendo los platos del lado izquierdo con el
derecho, écudl es la diferencia con la sucesién anterior?

h. Elabora el término general de la nueva sucesion.

i. ¢Aqué nimero tienden los elementos de esta sucesiéon?

j.  éSe pondrd en algun momento la balanza en equilibrio? Explica tu respuesta a un
compaiiero.

k. Grafica las dos situaciones en un mismo plano cartesiano y explica utilizando el grafico.
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ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Se sugiere comenzar la unidad 2 con una evaluacién diagndstica para activar conocimientos de
cursos anteriores. Algunos de los ejercicios pueden ser:
- Encuentra el patrén del siguiente arreglo de figuras geométricas y completa la tabla.

Figura . llll

Cantidad 1
de
cuadrados

Descripcion verbal de las figuras:
Férmula:

- Grafica la siguiente funcién de nimeros naturales f(n) = 2n + 1 y encuentra un arreglo
geométrico que defina el mismo patron.

- ¢Cudles son las caracteristicas de un patron? ¢Cudles son sus diferencias o similitudes con una
funcién?

2. Se recomienda considerar las nociones bdsicas del limite como: i) la aproximacién de los valores
de la sucesion hacia un valor fijo; ii) a partir de un cierto valor de la sucesion y para cada entorno
cada vez mas pequefiio alrededor del limite, todos los términos de la sucesidn se encuentran dentro
del entorno. Se debe especificar nuevamente estas nociones en el caso de las funciones para
denotar el caso del limite de la funcién en un punto.

3. Para comenzar con la nocién de limite, conviene considerar solo las sucesiones y graficarlas en un
plano de coordenadas para visualizar el comportamiento que tienen. En estos casos, cabe hablar
de la nociéon de tendencia de la sucesion, para luego poder hablar de la tendencia de una funcion.

4. Si fuera pertinente y necesario, se podria trabajar la sucesion presentada en 2 al final de esta
actividad, o para retomar como introduccién a las funciones en la actividad 4. Esta sucesion tiene
término general %y puede retomarse para presentar el paso desde los nimeros naturales a los
numeros reales con la funcidn real f(x) = % Se puede trabajar comenzando con los nimeros
decimales mayores a 1y ver lo que ocurre en el grafico.

5. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:

e Conjeturan sobre el limite de sucesiones, series o funciones.
e Representan graficamente para visualizar el comportamiento de la sucesidn, serie o funcion.
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RECURSOS Y SITIOS WEB
Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores:

— Video introductorio a la nocion de limite

https://www.curriculumnacional.cl/link/https://es.khanacademy.org/math/differential-
calculus/limit-basics-dc/limits-introduction-dc/v/introduction-to-limits-hd

— Estimacidn de valores de limites a partir de graficas
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://es.khanacademy.org/math/differential-

calculus/limit-basics-dc/limits-introduction-dc/e/two-sided-limits-from-graphs

— Limite que tiende a infinito
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.GeoGebra.org/m/eXtSCdQn
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Actividad 2: Comprendiendo la paradoja de Zendn

PROPOSITO

Los estudiantes argumentan sobre las posibilidades de acercarse al limite de una serie. La pregunta
gue orienta la actividad es si sera posible que Aquiles alcance a la tortuga. Para contestar y extender
una situacion infinitamente en el tiempo, elaboran tablas y modelan la situacion a fin de conjeturary
dar respuestas. Se espera que piensen con perseverancia y que identifiquen proactivamente aquellos
conceptos sobre el limite que les permiten responder a la situacién planteada.

Objetivos de Aprendizaje

OA 2. Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en contextos matematicos, de las ciencias y de la vida diaria,
en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnoldgicas digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos utilizados.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una misma
informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacion.

Actitudes
e Pensar con perseverancia y proactividad para encontrar soluciones innovadoras a los problemas.

Duracién: 12 horas pedagdgicas
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DESARROLLO

AQUILES Y LA TORTUGA

1.

Lee con tu compafiero el siguiente parrafo: La paradoja del filésofo griego Zendn de Elea (490-430
a. Cr.) cuenta “la carrera de Aquiles con la tortuga”, en la cual se conjetura acerca de la posibilidad
de dividir una distancia fisica real del espacio en infinitas partes, y de la posibilidad de dividir un
lapso real de tiempo en infinitas partes.

Conexion |
interdisciplinaria: :
Filosofia. '
OA a, 3° y 4° medio. '

r / " . 4 a

a. ¢Qué es una paradoja? Busca definiciones en el internet con tu compafiero y contrasten esta
definicidn con ejemplos de paradojas.

b. Construyan paradojas propias en contextos diversos, como la vida, el tiempo, la filosofia, la
matematica, las ciencias u otras areas.

c. Investiguen sobre otras paradojas famosas de la historia.

Investiguen en internet y redacten un resumen de 200 palabras como maximo, para compartir en

clases sobre:

a. La biografia de Zendn de Elea.

b. Lanocién del “infinito” en la historia de la humanidad (cultura, religion, arte, ciencias naturales
u otras areas de interés).

c. Eltérmino “infinito” en la historia de la matematica.

Basados en los resimenes, discutan los siguientes puntos:

a. Las consecuencias que tendria para el flujo de tiempo, una serie de intervalos de tiempo que
sucesivamente se acercan a 0.

b. La contradiccion en la paradoja de Zendn.

c. Situaciones paraddjicas matematicas en las cuales se incluye el infinito.
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COMPRENDER LA PARADOJA DE AQUILES Y LA TORTUGA

1. Se considera las siguientes condiciones de la carrera:

— Latortuga parte con 100m de adelanto.
— Latortuga y Aquiles parten de sus posiciones en el mismo instante.

— Si Aquiles llega al punto de partida de la tortuga, ella ya avanzé 1—10 del recorrido de Aquiles.

Por ejemplo: si Aquiles avanza por 10m, la tortuga ya avanzo otra vez ' del Ultimo recorrido

de Aquiles.
— Este proceso se repite iterada e infinitamente.

a. Reconociendo las condiciones anteriores de la carrera, conjetura si Aquiles puede alcanzar a
la tortuga o no. Si estimas que no puede alcanzarla, explicalo a tu compafiero.

b. Utilizando herramientas digitales de calculo, completa la siguiente tabla, que muestra las
distancias entre la tortuga y Aquiles al final del intervalo de tiempo que queda por recorrer
en el préximo avance de la carrera. Conjetura acerca del limite de la sucesion de los anchos
de los intervalos de tiempo.

Intervalo de tiempo en s 10 1 L 1 1 1
10 100 1000 10 000 100 000

Distancia entre ellos al final
del intervalo de tiempo en m 10

c. Utilizando herramientas digitales de calculo, completa la siguiente tabla, que muestra las
posiciones absolutas de la tortuga y de Aquiles al final del intervalo de tiempo que queda por
recorrer en el préximo avance de la carrera, y en referencia al punto de partida de Aquiles.

Intervalo de tiempo en s 10 1 1 L 1 1 1
10 100 1000 10 000 100 000

Posicion de la tortuga al final
del intervalo de tiempo en m 110

Posicidn de Aquiles al final del
intervalo de tiempo en m 100
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d. Conjetura acerca de la siguiente estrategia: “El tiempo puede avanzar en unidades que se

disminuyen en un porcentaje de la unidad anterior, paso por paso, y asi no puede sobrepasar
un cierto lapso”.

e. Estima las siguientes magnitudes, bajo el supuesto de que el proceso de acercamiento se
repite iteradamente:
- Tiempo total
- Recorrido total de la tortuga
- Recorrido total de Aquiles
- Distancia entre la tortuga y Aquiles

f. éCémo se escribe el tiempo total de la corrida en forma decimal?

g. ¢Como se representa el tiempo de la corrida en forma de una fraccion?

2. Traspaso de la situacion de intervalos discretos de tiempo al modelo continuo del tiempo.

a. Con las condiciones de la carrera, determina cada elemento de las funciones del
desplazamiento:

TortugaT: X;(t) =vp-t+X,

AquilesA: Xy = v,-t
Conexioén
interdisciplinaria:
Ciencias para la
ciudadania.
OA ¢, 3° y 4° medio.

vr: velocidad de la tortuga
v,4. velocidad de Aquiles

b. Elabora los graficos esquematicos del desplazamiento de la
actividad anterior. (Eje horizontal t, eje vertical desplazamiento X(t),
Xoadelanto de la tortuga, T tiempo en el momento del alcance).

c. Determina graficamente el tiempo que pasa hasta que Aquiles alcance a la tortuga.

d. Determina graficamente el recorrido de Aquiles y de la tortuga cuando Aquiles alcanza a la
tortuga.

LA PARADOJA DE AQUILES Y LA TORTUGA
Consideren la siguiente tabla de sucesion de los intervalos de tiempo que pasan desde la partida.

Numero n del intervalo 1 2 3 4 4 5 6
de tiempo
Intervalo de tiempo en s 10 1 1 1 1 1 1
10 100 1000 10 000 100 000

a. Desarrollen la expresién algebraica de los intervalos de tiempos con potencias de base “10”:
t, = 10"
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b. Calculen la suma de los primeros 8 tiempos de la actividad anterior y represéntenla como

numero decimal.

c. Suponiendo que haya infinitos intervalos de tiempo construidos mediante la expresién de la
actividad b, y recordando la transformacién de nimeros decimales periddicos, écon que
fraccidn se puede expresar el numero decimal que representa la suma de los tiempos t,,?

d. Representando la suma de los intervalos de tiempos como serie, {por qué es una serie
geométrica?

e. Expresenlaserie 10+ 1+ 0,1+ 0,01+ 0,001 + ... como serie geométrica con los términos t; y
q.

f. Determinen el limite de la serie.

g. Enunsistema de coordenadas, elaboren un gréfico que representa discretamente el recorrido

de Aquiles segun el tiempo, basandose en los tiempos: 10s; 11s; 11,1s; 11,11s;... Expliquen el
tipo del grafico que resulta.

. L 1 - .
h. Se considera la sucesion (a,) con a, = —yuna “carrera” en la recta numérica, haciendo

“saltos” de un término de la sucesion hasta el préximo término. Suponiendo que haya
avanzado con un millén de saltos hasta el término a; ggg 000 = 0,000 001, ése puede decir
gue “ahora faltan menos saltos hasta el limite O que al inicio de la carrera”? Argumenteny
comuniquen la respuesta a un compafiero.

0 0,000 001

ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Serecomienda iniciar la actividad individual con el cuento de la corrida entre Aquiles y la tortuga,
y motivar a los estudiantes a que argumenten matematica y practicamente si es o no posible que
Agquiles alcance a la tortuga.

2. En la estimacion intuitiva del limite, se les puede recordar cémo convertir las fracciones en
numeros decimales periddicos y viceversa, para trabajar con nimeros que les sean mas familiares.
También se puede transformar, paso a paso, una adicién de fracciones decimales en nimeros
decimales periddicos y viceversa, como:

4+t —— ., S5=10 + 1+ 01 + -

1
Se=10 + 1+ T 0 1 To00 T To000
3. Pararesolver el problema mediante graficos de funciones lineales afines, los alumnos deben saber
gue, en el modelo de Zendn, se considera posiciones relativas entre Aquiles y la tortuga, mientras
en este modelo se contempla el desplazamiento absoluto de Aquiles y de la tortuga en

dependencia del tiempo corriente.
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4. Se sugiere elaborar la expresion con nimeros de una serie geométrica infinita, luego escribir su

expresion algebraica y de ahi determinar su limite paran - oo.

5. Con base en este limite, los alumnos determinan los limites de los recorridos de Aquiles y de la
tortuga. En el gréfico, los puntos se enfilan en una linea recta cuya “pendiente” es el factor 10, que
es el inverso multiplicativo del factor q de la serie geométrica.

6. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:

e Conjeturan sobre el limite de sucesiones, series o funciones.

e Resuelven problemas de limites de sucesiones, series o funciones.

e Representan para explicar argumentos sobre el limite de sucesiones o series.

e Argumentan sobre la convergencia de sucesiones, series o funciones, utilizando
representaciones y el calculo de limites.

RECURSOS Y SITIOS WEB

Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores:
- El problema de Aquiles y la tortuga

https://www.curriculumnacional.cl/link/https://demostracionpy.wordpress.com/2015/02/14
/aquiles-y-la-tortuga/

- Matematica e historia

https://www.curriculumnacional.cl/link/http://matematicasmundo.ftp.catedu.es/HISTORIA/
historia_Zenon.htm

La paradoja de Aquiles

- https://www.curriculumnacional.cl/link/http://cienciacomonunca.blogspot.com/2014/08/re
solviendo-la-paradoja-de-aquiles-y-la.html
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Actividad 3: Argumentando con la nocion de limites en diferentes contextos

PROPOSITO

Los estudiantes piensan con perseverancia para desarrollar el concepto de limite de sucesiones y series
numeéricas. Elaboran proactivamente representaciones de ellas en la recta numérica y el sistema de
coordenadas para proyectar y conjeturar hacia el infinito. Ademas, se espera que expliquen
pictéricamente lo que significa el limite; que transfieran la representacion pictérica al nivel simbdlico,
gue planteen una conjetura acerca de un posible limite y la confirmen o rechacen con el calculo de
limite.

Objetivos de Aprendizaje

OA 2. Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en contextos matematicos, de las ciencias y de la vida diaria,
en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnoldgicas digitales.

OA a. Construir y evaluar estrategias de manera colaborativa al resolver problemas no rutinarios.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdélico y diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos
utilizados.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar como una misma
informacion puede ser utilizada segun el tipo de representacién.

Actitudes

e Pensar con perseverancia y proactividad para encontrar soluciones innovadoras a los
problemas.

Duracién: 12 horas pedagdgicas
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DESARROLLO

COMPRENDIENDO EL CONCEPTO DE LIMITE

1. Observay describe las dos imagenes a tu compafiero.

¢Qué piensas que quieren decir estas imagenes?

¢Cémo las puedes relacionar con la palabra “limite”?
é¢Coémo se vinculan con “sucesion” o “serie”?

o 0 T W

Lee con tu compafiero el siguiente parrafo: “Para cada intervalo épsilon alrededor del limite,
tan pequefio que sea, siempre quedan finitos elementos fuera de ello y todos los demas
infinitos elementos de la sucesidon estdn adentro del intervalo épsilon”. ¢{Qué imagen
corresponde mejor al parrafo? Explica cada elemento a tu compaiiero.

¢QUE ENTENDEMOS POR CONVERGENCIA?

1. Laimagen muestra nimeros de una sucesién marcados con puntos rojos en el segmento de la
recta numérica entre Oy 1.

a. Los numeros se acercan al niumero 0,1, disminuyendo la diferencia entre dos términos
seguidos. ¢Por qué el nimero 0,1 no puede ser el limite de la sucesidon? Encuentra la expresion
general de la sucesion.

0 0,1 1 1 1 1 1
5 3 2

b. Se considera el segmento entre 0,1y 0. éCudl es la posicidn n, de la sucesion que corresponde
al punto rojo mas avanzado hacia la izquierda?

0 o0 0.1
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c. A continuacion, se representa mas aumentos de la recta numérica. Determina la posicidon n,
de la sucesién que corresponde al punto rojo mds avanzado hacia la izquierda.

A

0
0,000 000 000 01 0,000 000 000 1

d. Si se sigue observando los niumeros ~ con una “lupa imaginaria” con mas y mas aumentos,

llegando a mas posiciones n,, contesta las siguientes preguntas y explica las respuestas de
forma verbal.

i. é¢Qué propiedad tiene el conjunto de nimeros a,, = {; | n < ngj?

ii. éQué propiedad tiene el conjunto de nimeros a,, = {; | n = ny}?

iii. Los numeros representados por a,, = o épueden disminuir a nimeros negativos?
iv. ¢Por qué el nimero 0 es limite de la sucesién?

v. Llegando los puntos a cada posicidn ny nueva y desplazando hacia “0”, équedan menos
ndmeros a recorrer?

e. Se considera un “intervalo &” alrededor del limite 0 “[ 0 -¢,0 + &]” y se elige un valor de

& =0,0000000005. ¢A partir de qué numero n, todos los términos a, estdn dentro de
[0-¢,0 + €]?

f.  Verifica que, para cada € > 0y muy cercano a 0, ocurre la misma situacién: a partir de un cierto
ny todos los términos a,, estan en el intervalo [0 — &,0 + &].

g. Verifica que para un “limite falso”, por ejemplo “ m”, no ocurra la situacion.
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2. Laimagen muestra un grafico de puntos que representa una sucesion (by,).
an
'1 Sy Sy Sy Sy Sy ——
<+ .
0,5+ .

=
h
-
=t
=

0

a. Determina el término general b,,.
b. Conjetura acerca del limite de la sucesién.

c. Determina algebraicamente lim b,,.
n—-oo

2-3n?

3. Determina algebraicamente el limite de la sucesioén (a,,) con a,, = T

4. Elaboracién de sucesiones a partir de un limite dado.
a. Elabora el término general de una sucesidn con expresion fraccionara (c,) que tiene el limite

i _ 3
imc, ==

n-oo 2

b. Elabora un término general de una sucesién con expresidn fraccionara (d,,) que no tenga
limite.

¢COMO CALCULAR /2 ?

1. El gréfico de mas adelante muestra una sucesion de cinco fichas rectangulares de 12 cm? de 4rea
cada uno. Las fichas tienen un vértice comun y estdn apiladas en una mesa, de tal manera que la
ficha con el mayor largo esté mas abajo.

a. A partir de dicho gréfico, elabora con tus companeros de grupo una tabla que muestre los
valores posibles de los lados de los rectangulos.

b. Dibujen un grafico de puntos de los vértices superiores derechos de cada rectangulo.
c. Determinen la ecuacidn de la sucesidon que representa la altura a,, de los rectangulos.

d. Determinen el limite lim a,,.

n—-oo

e. Tomando en cuenta el drea de cada rectangulo, équé niUmero puede resultar para la expresion
llm . 0”?
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f. Conjeturen acerca de la pregunta: ¢ Hay mas nimeros que podrian resultar de la expresion A =
r2? Verifiquen la conjetura con ejemplos.

2. El siguiente esquema muestra el proceso de elaborar una sucesién infinita con la cual se puede
determinar la raiz cuadrada irracional de un nimero racional “A”, cuya representacion pictérica es
transformar un rectangulo en un cuadrado. El matematico y filésofo Herén de Alejandria (10 d.C.
—704d.C.) cred este método para calcular aproximadamente raices cuadradas.

e mm———— -~ ~

- ~ s A
P ~a 4
’
. A ’
’
_ A A=ay b
A=a,- b b‘l A_a2'b2 bz-az R
a B
a;+
a, = 1 thy

Asi se explica el esquema: “Se transforma la ecuacién cuadratica x2 = 2, que tiene V2 como una
de las soluciones en la ecuacion x = e Empezando con valor inicial x4, se determina la cota inferior

y la cota superior de los intervalos en los cuales siempre se encuentra v/2; estas cotas determinan

Xn+ Xn

nuestro primer intervalo. Con la ecuacién recursiva x,41 = ,n € N se elabora nuevos
intervalos, denominados encaje de intervalos, ya que se van poniendo uno dentro del otro y tienen

como centro v/2”.

a. Explica a tu companiero lo que entendiste de esta explicacién. Elaboren juntos un ejemplo.

. . ., L 2
b. ¢éCudl es la premisa para que la ecuacién x?> = 2 se pueda transformar en la ecuacién x = 2V

por qué se cumple?
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c. Ahora consideren el valor inicial x; = 2 (superior a V2 y primera cota superior del intervalo) y
sigan con la ecuacion: x = )Z—C resultando el término x," = % = 1 (inferior a v/2 y primera cota
inferior del intervalo). Determinen los primeros 6 intervalos del encaje de intervalos mediante
la ecuacion recursiva x,4q = x“;—x" Completen la tabla, calculando fracciones en vez de

numeros decimales y utilizando una calculadora.

Cota Cota Promedio entre x,, y X,
N inferior/superior x,, superior/inferior x,, = — _xpt Xy
*n Xn+1 = 7 5
1 X, =2 , 2 1 2+1 3
X === X = — = —
) ? 2 2
2 3 2 3,4
X, =7 == 5tz 21
272 2 3 3 xy=23="
) 2 12
3
4
5

d. Comparen el valor aproximado con el valor aproximado que expresa la calculadora.

e. ¢Con qué valor inicial x4, los siguientes pasos de aproximacion a V2 son iguales a comenzar
con x; = 2? Argumenten y comuniquen la respuesta, mostrando un ejemplo a su compafiero.

f. éSe puede aplicar el procedimiento de Herdn para todos los numeros reales? Prueben de
forma sistemdtica, comuniquen la respuesta a dos companieros, al menos, y argumenten en 3
frases como maximo.

Unidad de Curriculum y Evaluacion

Ministerio de Educacion, febrero 2021




Programa de Estudio Matematica: Limites, Derivadas e Integrales - 3° y 4° medio

Formacion Diferenciada

¢CUANDO NO EXISTE EL LIMITE DE UNA SUCESION?

1. Determina algebraicamente el limite de las sucesiones o argumenta la inexistencia de las
siguientes sucesiones.

2n+1)2

a. (ap)cona, = %
_ 132

b. (by) con b, = S =X

2n+1

2. Se considera la sucesioén (c,) con ¢, = (—=1)" - ~

a. Marca los primeros 8 elementos en la recta numérica.

b. Conjetura acerca de la existencia del limite de (c,,)

. . . . 2n+1 . ’
c. Verifica la conjetura, determinando lim (—1)" - Y considerando numeros pares e
n—-oo

impares.

. . s . s . 2n+1 | , . .
d. Sila ecuacién de la sucesién se cambiaa d,, = (—1)"*1 - ——,éque efecto tiene el cambio?

Argumenta la respuesta.

Se sugiere abordar la siguiente actividad en forma grupal.
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CALCULANDO AREAS MEDIANTE LA NOCION DE LIMITES

1. La imagen muestra un tridngulo rectangulo isdsceles de catetos x (el grande). Expliquen qué
entienden de la imagen. Redacten una pregunta y describan cémo la nocién de limite les podria
ayudar a responderla.

x x

B| B

x 2

g gt

X 3

B E"

i 4

B Ex

L 5

g8 Ex

x &

g8 Bx
X 7
B 3"

Respondan dentro del grupo lo siguiente:

a. ¢Cudl es la expresion algebraica del area de este tridngulo?
. . s . . . P X .
b. Laimagen muestra una aproximacion inferior mediante rectangulos del ancho 3 Determinen

la suma de todos los rectdangulos y comparen con la expresién del area del tridngulo.
c. ¢éQué porcentaje del area total se ha alcanzado con esta aproximacion inferior de la subdivision
X
de la altura en 5?

d. Con herramientas tecnoldgicas digitales, determinen aproximaciones hasta alcanzar el 90% del
area total.

. 7 . .z . Y. X
e. ¢Qué aproximacion serd una subdivision en E?
f. Desarrollen una expresion algebraica para una aproximacion inferior del tridngulo en
2 2 2 2
, X X X X X
rectangulos del ancho - (Notar que 4,, = 2 +2- = +3- et (n-1) - F)'

Factoricen la expresién A, lo mas posible.
n(n+1)

Considerando la formula de la suma de los primeros n nimeros naturales )T k= T

desarrollen la expresién algebraica de los primeros (n — 1) numeros naturales.
i. Determinen el limite lim A,, y comparen con la expresidn algebraica del triangulo elaborada
n—oo

en a.
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ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Unaforma diferente de acercarse a esta actividad es iniciarla con una “carrera de puntos” hacia el
“infinito”, llegando a los “hitos” como “0,1”, “0,01”, “0,000 000 000 017,
“0,000 000 000 000 000 000 001” y “0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 1”. Para
obtener una imaginacién intuitiva de que es imposible acercarse verdaderamente con los términos
al limite, los estudiantes deben calcular la cantidad de términos que quedan atrds del “hito”
alcanzado, y conjeturar acerca de las posiciones de la sucesion que “faltan” para el limite.

2. Para entender el “intervalo ¢” alrededor de un limite, es importante que comprendan que una
inecuacién de la forma “n < ny” tiene finitas soluciones y para “n > n,”, todos los nimeros
naturales mayores que ny forman el conjunto solucién. Hay que motivar a los estudiantes a
explicar la nocidn de limite en lenguaje natural: que para cada intervalo épsilon alrededor del
limite, tan pequefio como sea, siempre quedan finitos elementos fuera de ello y todos los demas
infinitos elementos de la sucesién estan adentro del intervalo épsilon.

3. Sesugiere darles constantemente la posibilidad de conjeturar y averiguar sobre convenciones para
el significado de las expresiones que involucran el infinito como “co - 0”, las cuales son
indeterminadas y no representan un término algebraico. La representacidn grafica hace
entendible, mediante la proporcionalidad inversa, que hay posibilidades indeterminadas de
representar “co - 0” como numero.

4. Cabe notar que en esta actividad se muestra una sucesién cuyo limite es el nimero real de V2, la
cual incluye una sucesidn infinita de intervalos encajonados cuyo nimero interior es V2.Se sugiere
invitar a los jévenes a averiguar sobre este método y que prueben hacer calculos que superen el
uso de la calculadora.

5. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:

e Conjeturan sobre el limite de sucesiones, series o funciones.

e Representan para explicar argumentos sobre el limite de sucesiones, series o funciones.

e Resuelven problemas de limites de sucesiones, series o funciones.

e Argumentan sobre la convergencia de sucesiones, series o funciones, utilizando
representaciones y el calculo de limites.
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RECURSOS Y SITIOS WEB

Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores:

- Algoritmo de Herdn de Alejandria para calcular la raiz cuadrada de un nimero
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://actividadesinfor.webcindario.com/algoritmo
1.htm

- Biografia de Herdn de Alejandria, su férmula y método
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.matesfacil.com/matematicos/Heron/H
eron-de-Alejandria-formula-area-triangulo-metodo-aproximar-raiz-cuadrada-
demostracion.html

- Propuesta para calcular la raiz cuadrada, usando el método de cuadrar rectangulos
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://docplayer.es/21463319-Propuesta-para-el-

calculo-de-la-raiz-cuadrada.html
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Actividad 4: Argumentado la existencia de limites de funciones reales
PROPOSITO

Los estudiantes se aproximan a las nociones de lo infinitesimal y lo infinitamente grande. Ambos
infinitos se pueden hallar en los numeros reales, que son la base de las actividades que se propone.
Piensan con perseverancia para entender cémo se comportan las imagenes de una funcién cuando los
elementos del dominio se aproximan infinitesimalmente a un numero escogido. Trabajan
proactivamente elaborando tablas, graficos y cdlculos para describir cémo los elementos del dominio
tienden al infinito positivo o negativo, y cdmo esta aproximacion los lleva a los términos de
convergencia o divergencia de la funcién.

Objetivos de Aprendizaje

OA 2. Argumentar acerca de la existencia de limites de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en contextos matematicos, de las ciencias y de la vida diaria,
en forma manuscrita y utilizando herramientas tecnoldgicas digitales.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el alcance y los limites de los argumentos utilizados.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma manual como digital, y justificar cdmo una misma
informacion puede ser utilizada segln el tipo de representacién.

Actitudes

e Pensar con autorreflexién y autonomia para gestionar el propio aprendizaje, identificando
capacidades, fortalezas y aspectos por mejorar.

Duracion: 12 horas pedagodgicas
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DESARROLLO

¢CUANDO EXISTE EL LIMITE DE FUNCIONES?

. - . ., 1
1. Laimagen muestra el gréfico parcial de una funcién real f con f(x) =1+ Jauees la suma de

una funcién constante k con k(x) = 1y la funcién g con g(x) = %

a. Avanzando en el eje X, es decir, cuando x — o, ¢a qué nimero tienden los valores f(x)?
Explica tu respuesta desde el grafico.

b. Lafuncidn f es la suma de las funciones k y g. Si se considera el avance x — oo, éa qué valor
tienden k(x) y g(x)? Explica la respuesta utilizando el grafico.

c. ¢Cuadl es la ecuacion de la recta al cual se acerca infinitamente el grafico de f? Grafica esta
recta en el mismo plano cartesiano donde se encuentra f.

d. ¢Observas alguna similitud entre esta grafica y la realizada en la actividad anterior?

e. Considerando un acercamiento x — 0, ¢existe un numero al cual tienden los valores f(x)?
Explica tu respuesta a un compafiero, utilizando el grafico.

f. Considerando un acercamiento x — 0, {a qué recta se acerca infinitamente el grafico de f?
Argumenta y explica la respuesta.

2. Sisetieneunafuncion f: R — R, interesa saber qué sucede cuando x se acerca infinitesimalmente
a un valor especifico. Estudia esto, usando las tablas y graficos de las funciones siguientes:

a. Funcidn afin f: R — R, definida por la expresiéon f(x) = x + 3. Observa cémo se comportan
los valores de f(x) cuando x se acerca a 3 por la derecha (valores mayores que 3, pero muy
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cercanos a 3) en la primera tabla y cuando x se acerca a 3 por la izquierda (valores menores
que 3 pero muy cercanos a 3) en la segunda tabla. Completa las tablas:

Tabla Grafico

x f)

2 f2)=+3=5

2,5 fC )=25+3=55
2,9 f(29) =29+ =59
2,99 f(2,99) =299 +3 =
£(2,999) = 5,999
£(2,99999) =
f( ) =5,9999999

[ L] kd FY W (-] =~ -]
o
-
'-\
M
o
-
w
“
.

x 10
4 f(4) =+4+3=7 : l6.00s
35 fC )=35+3=65 0 5 3 z S SHE— -
31 fB1) =31+ =61 -
3,01 f(3,01) =3,01+3 = .
f(3,001) = 6,001 2899 295 3 1005 3.0
£(3,00001) =

£( ) =6,0000001

b. Observa el esquema de la derecha y explica la relacidon entre el esquema y los valores de las
tablas.

c. Lee con tu compaiiero la siguiente explicacion del profesor: “Si en ambos casos, cuando x se
acerca a 3 (por la izquierda o por la derecha), el valor de f(x) se acerca a 6, entonces se puede
escribir:

lim f(x) = lim(x + 3) = 6”".
x-3 x—3

éPor qué piensas que es asi? Conversa con tu compafiero y lleguen a una conclusion
conjunta. Nota: la expresion lin;(x + 3) = 6 se lee “el limite de la funcién x + 3, cuando x
X—

tiende a 3, es 6” o bien “el limite de f(x) es 6 cuando x se acerca infinitesimalmente a 3 por
la derecha y por la izquierda”.
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d. Estudia a qué valor tiende f(x) = x? cuando x tiende a 2, completando las siguientes tablas:

x f(x) x fx)
f(y)y=1"= 3 f3)=3"=
1,5 F(1,5) = 1,52 = 2,5 f(2,5) = 2,52 =
1,9 F(1,9) =19% = 2,1 F(21) =312 =
1,99 £(1,99) = 1,99? = 2,01 £(2,01) =3,01% =
1,999 | £(1,999) = 2,001 | f(2,001) =
1,99999 | £(1,99999) = 2,00001 | £(2,00001) =
1,99999999 | £(1,9999999) = 3,0000001 | £(2,0000001) =

e. ¢Aqué valor tiende f(x) cuando x tiende a 2? Escribe tu hallazgo como el limite de una
funcion:

lm ) =iy~

3. Considera la funcién f(x) = s cuando x tiende a —1. Usaremos la notacién x - —17 para indicar

que x tiende a —1 por la derecha, y x = —1~ para indicar que x tiende a —1 por la izquierda.
a. Completa la tabla, usando una calculadora u otra herramienta apropiada para realizar los

calculos.
X _ _ _ — _ _ — — — ar
- (=1)- 2 1,1 1,01 1,001 | .. 1 0,999 0,99 09 0 Dt «x
flo) - o | « f(x)

Aproximacion a —1 por la izquierda

_ = « Aproximacién a —1 por la derecha (x - —17)
(x>-17) -

b. ¢A qué valor tiende f(x) cuando x — —17? ¢ A qué valor tiende f(x) cuando x - —177?

c. Sienambos casos se obtiene el mismo resultado, entonces es posible escribir el resultado:

22, S0 = i, 5 =
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ORIENTACIONES PARA EL DOCENTE

1. Comunmente se utiliza un lenguaje ambiguo para hablar de limite; por ejemplo, al decir la funcidn
"tiende al limite", se puede pensar que hay puntos que nunca tomaran ese valor vy, si la funcién es
continua en ese punto, el limite de la funcién en él es precisamente el valor de la funcién en ese
punto.

2. Se puede considerar como “limite” un valor al cual la sucesidn se acerca para valores muy grandes
de n. La nocién de limite es local y en la gréfica se puede decir que, por mas pequefios que
consideremos una vecindad de x, los valores de la sucesion no “tocaran” este limite. En el caso de
una sucesion, se puede decir que se acerca al limite sin tocarlo. Ademas, tiene que explicarles que
un “limite” siempre debe ser un nimero y que el infinito no es un nimero. En esta etapa, conviene
utilizar los términos de convergencia y divergencia de sucesiones.

3. Al final de esta actividad, y para relacionar la sucesién de las balanzas presentada en la actividad
1, se sugiere graficar la funcién xxj para analizar lo que ocurre cuando x = +ooy cuando x — —oo.
Se propone utilizar una tabla Excel para dar valores de x muy grandes o pequefios (negativos), para
gue los jévenes observen que la funcion tiende a 1, cuando x tiende tanto al infinito positivo como
al infinito negativo. Se recomienda también hacer notar la diferencia entre qué significa que la
grafica de la curva no sobrepase la recta y =1 y la nocién de limite. Cabe notar que la funcién toma
valores mayores a 1 para valores de x positivos menores a 1, situacién que se puede utilizar para
enfatizar que, en el caso del limite, se debe especificar la tendencia de los valores de x.

4. Segun el contexto del curso, se puede avanzar al célculo de limites de funciones reales e introducir
la notacién simbdlica para describir lo que ocurre con la funcién y sus limites, por ejemplo:

e lim f(x) # lim f(x), paraindicar que los limites laterales son diferentes.
X—+00 X—>—00

e lim f(x) = A, paraindicar que no existe el limite de la funcién.
X—00

5. Se sugiere los siguientes indicadores para evaluar formativamente los aprendizajes:

e Representan graficamente para visualizar el comportamiento de la sucesién, serie o funcion.

e Representan para explicar argumentos sobre el limite de sucesiones, series o funciones.

e Argumentan sobre la convergencia de sucesiones, series o funciones, utilizando
representaciones y el calculo de limites.
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RECURSOS Y SITIOS WEB

Sitios web sugeridos para estudiantes y profesores:
- Volumen de un cono, applet
https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.GeoGebra.org/m/g8QE7eHc

- Una definicion de limite de una funcion

https://www.curriculumnacional.cl/link/https://es.wikipedia.org/wiki/Limite_de_una_funcié
n

- Teoriay practica con limites

https://www.curriculumnacional.cl/link/https://www.zweigmedia.com/MundoReal/Calcsum
m3a.html
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Actividad de evaluacion
Objetivos de Aprendizaje

OA 2. Argumentar acerca de la existencia de limites
de funciones en el infinito y en un punto para
determinar convergencia y continuidad en
contextos matematicos, de las ciencias y de la vida
diaria, en forma manuscrita vy utilizando
herramientas tecnoldgicas digitales.

OA d. Argumentar, utilizando lenguaje simbdlico y
diferentes representaciones, para justificar la
veracidad o falsedad de una conjetura, y evaluar el
alcance y los limites de los argumentos utilizados.

OA g. Elaborar representaciones, tanto en forma
manual como digital, y justificar cémo una misma
informacion puede ser utilizada segun el tipo de
representacion.

Duracion: 12 horas pedagdgicas

Indicadores de evaluacion

Conjeturan sobre el Ilimite de
sucesiones, series o funciones.
Representan  gréficamente para
visualizar el comportamiento de la
sucesion, serie o funcion.
Representan para explicar
argumentos sobre el Ilimite de
sucesiones, series o funciones.
Resuelven problemas de limites de
sucesiones, series o funciones.
Argumentan sobre la convergencia de
sucesiones, series o funciones,
utilizando representaciones y el
calculo de limites.

A continuacion, se muestra algunas actividades que pueden usarse como ejemplos de evaluaciones
para la unidad 2, cada una por si misma o en conjunto. También se puede hacer un portafolio de
problemas donde el estudiante trabaje de forma personal por dos semanas y elija cuales de estos
problemas quiere entregar para evaluacidn. Los requerimientos de entrega y criterios de evaluacion
deben priorizar las habilidades de representar, modelar y resolver problemas trabajadas durante la
unidad. Se sugiere delimitar la evaluacion segun el contexto y el tiempo disponible.

. - 10
1. Considera la sucesion (a,) con a,, = e

a. Determina los 15 primeros términos y representa graficamente la sucesion.

b. ¢Es una sucesion convergente o divergente?

c. Sifuese convergente, determina a qué tiende o converge esta sucesion.

Unidad de Curriculum y Evaluacion

Ministerio de Educacion, febrero 2021




Programa de Estudio Matematica: Limites, Derivadas e Integrales - 3° y 4° medio
Formacién Diferenciada

2. Determina el limite de f(x) = ﬁ cuando x tiende a 2.

(puedes usar una calculadora u otra herramienta apropiada para calcular)

x—>(2)" 1,9 1,99 | 1,999 1,9999 | .. 2 ... | 2,000001 | 2,001 | 2,01 3 2)t «x
flx) - ¢ fx)
Aproximacion a 2 por la izquierda (x - 27) = = « Aproximacién a 2 por la derecha (x — 2%)

a. Grafica la funcidn y determina si existen asintotas verticales, horizontales, oblicuas.
b. ¢A qué valor tiende f(x) cuando x — 2%? ¢A qué valor tiende f(x) cuando x — 277?
c. Determina el limite de f(x) cuando x tiende a 3, si existe.

3. Contesta las siguientes preguntas:

a. ¢Se puede calcular el limite de una funcién en un punto en el que la funcidn no estd definida?
éPuede ser la funcion continua en ese punto? Argumenta tu respuesta con ejemplos.

b. El denominador de una determinada funcién se anula en x = a, ipresenta siempre una
asintota vertical en x = a? Argumenta tu respuesta con ejemplos.
é¢Puede tener una funcidn dos asintotas verticales? En caso afirmativo, muestra algin ejemplo.

d. ¢Puede tener una funcidon mas de dos asintotas horizontales? ¢Por qué?

e. Si }Cl_rg f(x) = 3, ése puede afirmar que f(x) es continua en x = 1? Explica.

4. Laimagen muestra un cuadrado unitario ABCD, cuyos lados se subdividen segun las lineas

punteadas.

a. Determina la ecuacién de la sucesion (a,), que representa el largo de los lados.

b. Determina la ecuacién de la sucesion (b,,), que representa las 12 W mine O
areas de los cuadrados coloreados. =

c. Conjetura acerca de los limites de ambas sucesiones (a,) y
(bn).

d. Determina simbdlicamente los limites conjeturados.
Conjetura acerca de limite de la serie rlll_r)rgo D=1 (ag).

f. Conjetura acerca de limite de la serie 111—{{}0 Yr=1(bp).
g. Determina simbdlicamente el limite de la serie
3 n
lim Y7, (ag).
n—oo
h. Determina simbdlicamente el limite de la serie

Tim B (b).
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5. Se considera la sucesién (a,), con a, =

a.

n+1
2n-1’
Determina los primeros cuatro elementos, el décimo elemento, el centésimo, el milésimo y

finalmente el mil milésimo elemento. Representa los elementos mencionados mediante
fracciones.

Conjetura acerca del limite u de esta sucesion y determina para algunos valores de &, como
e =0,000001 6 £ = 0,000000001, el nimero ng a partir del cual todos los elementos de (a,,)

IM

estan en el “entorno &” del limite wu.
Verifica algebraicamente el limite, mediante la operatoria con limites.
Generaliza, desde la actividad b, el limite u de la sucesién y muestra que, con otro nimero v,

la verificacion esta fallando.

6. Determinar limites de funciones para x — x5y x — oo.

Se considera la funcion f con f(x) =

a.

x+2
x2-2"

x+2
x2—4
determina los lugares x4 y x5 en los cuales la expresidn fraccionaria se indefine. Menciona el

Factoriza el denominador en la expresion fraccionaria de la ecuacién funcional y

dominio de la funcion f.

Teniendo en consideracién el dominio de la funcién, reduce la expresién fraccionaria a su
forma mas sencilla.

Con herramientas digitales y utilizando la forma mas sencilla de la ecuacién funcional, elabora
el grafico de la funcion f.

Con base en el grafico, conjetura acerca de la existencia de los limites lim f(x),
X—-Xq

lim f(x), lim f(x)y lim f(x).

X=Xy X—00 X——00

Verifica algebraicamente los limites, mediante la operatoria con limites.
¢En cudl de los lugares x; 0 x, hay continuidad de f?

7. Desarrollar el volumen de una esfera como limite de una serie de cilindros inscritos.

La imagen representa una semiesfera del radio
r cuyo volumen se aproxima mediante la suma

. . . . T
de los cilindros inscritos con igual altura h = -

a.

Determina los radios z,, de los cilindros en
dependencia de n. ﬂ

Determina la expresion algebraica del

volumen V}, de los cilindros inscritos. r r
(resultado parcial: Vj, = 7 - ;.2 -%con 72 =r%—k?. (%)2)

Elabora la expresion algebraica de la serie s,, de los cilindros inscritos ).;—; Vy, insertando el
término para z,2.
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3 2
. . n n n .
d. Aplicando la férmula de la suma de los cuadrados >.}_; k% = T tot5, determina el

limite lim }?_, V} y la férmula del volumen de una esfera.
n—-oo

PAUTA DE EVALUACION

Niveles de logros

Criterios de evaluacion

Completamente Se observa
logrado aspectos
especificos que
pueden mejorar

No logrado por

ausencia o no se

puede entender
nada

Conjeturan acerca del valor del limite de
sucesiones, series o funciones.

Determinan elementos de una sucesién o
serie para encontrar el término general.

Determinan la convergencia o divergencia
de sucesiones o series.

Determinan limites de sucesiones o series
de forma algebraica.

Determinan limites de funciones de forma
algebraica.

Analizan la existencia o el valor de limites,
usando aproximaciones por la derecha y la
izquierda.

Evallan la existencia de asintotas
verticales, horizontales u oblicuas.

Analizan la continuidad de las funciones en
un punto, utilizando representaciones y el
calculo de limites.

Modelan situaciones geométricas y de
medidas, utilizando la nocidn de limites.

Aplican férmulas de sumas de cuadrados y
de volumen para encontrar el volumen de
una figura 3D, usando la nocién de limites.
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